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РЕФЕРАТ 

Отчет 39 с., 28 источников. 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ, МНОГОСЛОЙНЫЕ ПЛЕНОЧНЫЕ ВКЛЮЧЕНИЯ, ПЛЕНОЧНЫЕ 

ГРАНИЦЫ ОБЛАСТЕЙ  

Объектом исследования являются краевые задачи математической физики в областях с 

пленочными структурами в виде многослойных пленочных включений и пленочных границ 

областей для плоских и сферических пленок.  

 Целью работы является разработка аналитических методов решения краевых задач с 

пленочными структурами и их применение к решению различных классов задач математиче-

ской физики в областях с пленочными включениями и пленочными границами.  

Результаты работы в 2016 г.  

- Выведены обобщенные условия сопряжения и обобщенные граничные условия на 

сферических многослойных пленках.  

- Разработанный метод свертывания разложений Фурье применен к решению краевых 

задач относительно уравнения Лапласа в пространстве 
3R  со сферическими пленочными 

включениями и пленочными границами и к решению других задач с пленками. Указанным 

методом выводятся формулы, выражающие решения задач с пленками через решения анало-

гичных классических задач без пленок с сохранением уравнения и граничных функций. Это 

позволяет по известному решению некоторой классической задачи без пленки получать яв-

ные решения серии краевых задач в данных областях с различными пленками. При этом в 

зависимости от числа сильно- и слабо проницаемых прослоек в многослойных пленках поря-

док производных в граничных условиях на пленках может быть выше порядка производных 

в уравнении, что является новым в теории краевых задач математической физики.  

- Проведено математическое обоснование полученных решений. Доказаны соответ-

ствующие теоремы существования и единственности: в частности выведены формулы пря-

мых и обратных операторов, отображающих решения классических задач на решения задач с 

пленками. Также доказано, что если классическая задача без пленки корректна, то аналогич-

ная задача с многослойной пленкой также корректна и ее решение строится по выведенным 

формулам в явном виде.  

Полученные результаты опубликованы в 3 статьях [24]-[26] (одна из которых входит 

в перечень Web of science и Scopus), в 2 тезисов докладов на Международных конференциях 

[27]-[28], а также подготовлена и сдана в печать монография «Задачи математической физи-

ки в областях с пленочными включениями и пленочными границами». Сданы в печать 3 ста-

тьи в центральные журналы.  
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Результаты работы могут быть использованы  

- при исследование динамических процессов в композитных материалах, содержащих 

наноразмерные пленочные включения и пленочные покрытия,  

- в задачах теплоизоляции зданий, круглых труб горячего водоснабжения и других 

объектов,  

- в задачах экранирования загрязненных зон. 

 Развитие исследования.  

Планируется рассмотреть и решить классы краевых задач с многослойными пленоч-

ными границами в случае, когда параметры сильно- и слабо проницаемых прослоек в пленке 

принимают свои предельные значения. Указанные предельные пленки имеют определенный 

физический смысл. Такие пленки моделируют сильно- и слабо проницаемые пленки «боль-

шого» и «малого» раскрытия.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Многослойные пленочные структуры широко используются для решения различных 

прикладных задач. В частности большой интерес имеют задачи тепломассопереноса в сре-

дах, содержащих пленочные включения и пленочные покрытия, которые моделируют есте-

ственные и искусственные экраны, трещины, дренажи, проводники, электроды, мембраны, 

изоляторы и т.д. В технике широкое применение находят композитные материалы, содержа-

щие наноразмерные пленочные включения и пленочные покрытия (нанокомпозиты). Лен-

точные дренажи и экраны используются в задачах экологии при ограждении загрязненных 

зон, при перехвате нежелательных и стимулировании полезных потоков. При этом сильно- и 

слабо проницаемые пленки часто используются совместно в виде многослойных пленок. В 

вопросах теплоизоляции зданий используются пленочные теплоизоляторы.  

Пленочные включения, несмотря на свой незначительный объем, могут существенно 

влиять на динамические процессы, протекающие в указанных материалах, при этом наличие 

пленок может существенно искажать картину течения.  

Исследование динамических процессов в материалах с пленочными включениями 

приводит к краевым задачам с обобщенными условиями сопряжения или обобщенными гра-

ничными условиями на пленках.  

Вышеизложенное определяет актуальность темы исследования.  

Решению краевых задач в областях с пленочными включениями посвящены работы  

Пилатовского В.П., Н.И. Мусхелишвили Н.И. и других [1]-[11]. Как правило, решения крае-

вых задач с пленочными включениями ищутся в виде тех или иных потенциалов с неизвест-

ной плотностью при интегрировании по контуру пленки, что приводит к системе интеграль-

ных или интегро-дифференциальных уравнений. В работе Коляно Ю.М. [11] методом инте-

гральных преобразований Фурье и Ханкеля построено фундаментальное решение, когда 

условия на пленке учитываются в уравнении посредством введения обобщенных коэффици-

ентов типа  -функции. В работе [9] доказано существование и единственность обобщенно-

го решения диффузионных задач с трехслойной пленкой (без построения самого решения), 

при этом условия сопряжения на пленке учитываются в уравнении посредством введения ко-

эффициентов в виде обобщенных функций. 

Отметим, что численные методы для решения краевых задач с пленочными включе-

ниями малоэффективны, т.к. требуют достаточно мелкой сетки аппроксимации в окрестно-

сти пленок, где имеет место резкое изменение параметров.  

В данном проекте разработаны методы, позволяющие получать явные решения крае-

вых задач для широкого класса линейных уравнений (эллиптических, гиперболических и па-
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раболических) в областях с пленочными включениями и пленочными границами [12]-[20]. 

Полученные решения имеют вид достаточно простых формул, т.к. содержат сложность лишь 

от наличия пленок, а сложность от классической составляющей задачи включена в ее извест-

ное решение. В 2016 г. разработанный метод свертывания разложений Фурье применен к 

решению новых краевых задач в областях с многослойными криволинейными пленочными 

включениями и пленочными границами.  
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ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

 

 1 Задачи сопряжения в 
3R  со сферическими пленками  

 

     1.1 Обобщенные условия сопряжения на многослойных сферических пленках 

 

В пространстве 
3R  рассмотрено шаровое включение  )10(1 rD  

)20()0(    проницаемости 1k  с границей 1r  в виде многослойной 

пленки, состоящей n  сильно- и слабо проницаемых прослоек, где  ,,r  – сферические 

координаты. Внешняя область 1
3

2 \ DRD   имеет проницаемость 2k . Для функций 

),,( ru j  в jD  рассмотрено уравнение 02  jur : 

 

),,()( 2 rHLuur jjjrr  ,                   2,1j ,                   (1.1.1) 

 

где  

jjj uuLu 2

2sin

1
)(sin

sin

1






 ,                         (1.1.2) 

 

  – оператор Лапласа, 0jH  в окрестности пленки 1r . Сильно проницаемые про-

слойки моделируются бесконечно тонкими слоями с бесконечно большой проницаемостью и 

характеризуются параметрами iA : iAlk 0  при 0l ,  0k , где l  – толщина 

прослойки, 0k  – ее проницаемость. Слабо проницаемые прослойки моделируются бесконеч-

но тонкими слоями с бесконечно малой проницаемостью и характеризуются параметрами 

iB : iBkl 0  при 0l , 00 k , где l  – толщина прослойки, 0k  – ее проницае-

мость.  

Параметр одиночной сильно (слабо) проницаемой пленки A  ( B ) можно определить 

экспериментально, замеряя потоки 1P  ( 2P ) через границу элемента 0D  среды в виде парал-

лелепипеда iii bxa  , 3,2,1i  с сильно (слабо) проницаемой пленкой constx 2  
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( constx 1 ), когда на границах ii ax  , ii bx   при 1i  задана разность потенциалов 

u , а при 3,2i  указанные границы непроницаемы: 

 

  11
3

1
xPP

xu
A 


 ,  32

2

11
xxu

PP
B 








 ,     iii abx  ,     

 

где P  – аналогичный поток через 0D  при отсутствии пленки.   

 На данной многослойной пленке по индукции выведены условия сопряжения  

 

1r :      112 uFuu n ,     11122 uGukuk nrr  ,                        (1.1.3) 

 

где операторы nF , nG  строятся по рекуррентным формулам  

        uFuF ii 1 ,      uGurFurAuG irrirrii   )]}([)({ 22
11 , 

 

                uFuGukBuF iirii   )( 111 ,      uGuG ii 1 .  

 

В поставленной задаче (1.1.1), (1.1.3) функции ),,( rH j  предполагаются такими, 

для которых аналогичная задача в однородном пространстве 
3R  (без пленки) вида  

 

                        










1),,,(

,1),,,(
)(

2

12

rrH

rrH
Lffr rr




  

 

является корректной. Далее рассматриваются задачи (1.1.1), (1.1.3) для однослойных сильно- 

или слабо проницаемых пленок, когда одна из функций iH  равна нулю, при этом решение 

общей задачи имеет вид суммы решений указанных задач.  
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1.2 Задачи для неоднородного уравнения вне шара 1D   

 

1.2.1 В случае сильно проницаемой пленки  при неоднородном уравнении в 2D  зада-

ча (1.1.1), (1.1.3) имеет вид  

 

0)( 11
2  Luur rr ,            1r ,                                       (1.2.1) 

 

),,()( 22
2 rHLuur rr  ,            1r ,                                      (1.2.2) 

 

1r :      12 uu  ,      )( 1
2

1122 urAukuk rrrr  ,                             (1.2.3) 

 

где 0H  в окрестности пленки 1r . Данная задача решается методом свертывания раз-

ложений Фурье, разработанным руководителем проекта [12]-[15]. Следуя этому методу, сна-

чала с помощью классического метода Фурье [21] решение задачи с пленкой (1.2.1)-(1.2.3) и 

решение аналогичной задачи без пленки вида   

 










1),,,(

,1,0
)( 2

rrH

r
Lffr rr


                                                   (1.2.4) 

 

строятся в виде разложений Фурье: 

 







0

1 ),(),,(
n

n
n

n Yraru  ,         1r ,                                        (1.2.5) 

 

 





0

1
2 ),(),,(),,(

n
n

n
n Yrbrfru  ,           1r ,                     (1.2.6) 

 







0

),(),,(
n

n
nYrrf  ,         1r ,                                        (1.2.7) 

где  
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n
n

d

kn
a 2)12( 

 ,     

n
n

d

kn
b 2)12(

1


 ,   221
2 )( knAkkAndn  , 

(1.2.8)  

),( nY  – сферические гармоники функции ),,1( f , т.е.   

                                     ),,1( f 


0

),(
n

nY  . 

 

Затем в разложении Фурье решения (1.2.5), (1.2.6) задачи с пленкой выделяется разложение 

Фурье решения (1.2.7) задачи без пленки. При этом дроби (1.2.8) разлагаются на простейшие 

и используется формула    

                           









00

1 ),(),,(
n

n

nr

Y
n

r
dttftr 




,           1r ,  

которая следует из разложения (1.2.7). В результате получены формулы, выражающие реше-

ние u  задачи с пленкой непосредственно через функцию f  (без разложений Фурье):  

 





r

dttrptrptfru
0

1
2

1
11 ))(,,(),,( 2211  ,             1r ,             (1.2.9) 

 

 ),,(),,(),,(2  frfru  

 









0

2
1

1
1

])())[(,,( 21 dtprtprttf ,      1r ,    (1.2.10) 

 

где r1 , постоянные Tkp ii )21(2  ,  

 

A

TAkk i

i
2

)1(21 
 ,      2

2
21 4)( AkAkkT  ,   

 

0T  для любых 0A , 0ik . Доказана  
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 Теорема 1. Если функция ),,( rf  является решением корректной задачи (1.2.4), 

то существует единственное решение задачи (1.2.1)-(1.2.3), которое строится по форму-

лам (1.2.9), (1.2.10).  

 При этом найден оператор, обратный операторам (1.2.9), (1.2.10):  

 




 ),,(
4

)(2
),,(

2
),,( 1

2

21
1

2

 ru
k

Akk
rur

k

A
rf r  

 

                             



r

dttutr
k

Akk

0

1
2

12 ),,(
8

)(2
2
1

2
1

 ,          1r ,    

 

 ),,(
2

),,(),,( 1
2

2
2  u

k

A
rurf 


),,(

4

)(2
1

2

21 u
k

Akk
 

 

                          







0

1
2

12 ),,(
8

)(2
2
1

2
1

dttut
k

Akk
,      1r ,     r1 .  

Из условий сопряжения (1.2.3) следует непрерывность функции ),,( rf  и ее производ-

ных при 1r .  

 1.2.2 В случае слабо проницаемой пленки 1r  с параметром B  задача имеет вид 

(1.2.1), (1.2.2),  

            1r :      1112 uBkuu r ,       1122 ukuk rr  .                    (1.2.11) 

 

Доказана  

 Теорема 2. Если функция ),,( rf  является решением корректной задачи (1.2.4), 

то существует единственное решение задачи (1.2.1), (1.2.2), (1.2.11), которое строится по 

формулам  

 


r

trptfru
0

1
11

11)(,,(),,(
 dttrp )

1
2

22  
,    1r ,          (1.2.12) 

 

 ),,(),,(),,(2  frfru  
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







0

2
1

1
1

])())[(,,( 21 dtqrtqrttf ,   1r ,      (1.2.13) 

 

где r1 , Tkp ii )21(2  , Tkkq ii ])2([ 12  ,  

 

            





2

)1(21 Tkk i

i


 ,         2

2
21 4)( kkkT   , 

Bkk 21 , 0T , 0i .  

Оператор, обратный операторам (1.2.12), (1.2.13), имеет вид  

 

       


 ),,(
4

)(2
),,(

2
),,( 1

2

21
1

2







 ru
k

kk
rur

k
rf r  

 

                       



r

dttutr
k

kk

0

1
2

12 ),,(
8

)(2
2
1

2
1




,          1r ,  

 

 ),,(
2

),,(),,( 1
2

2
2 


 u

k
rurf 


),,(

4

)(2
1

2

21 


u
k

kk
 

 

                       









0

1
2

12 ),,(
8

)(2
2
1

2
1

dttut
k

kk
,        1r .  

 

При этом функция ),,( rf  и ее производные непрерывны при 1r .   

 1.2.3 При отсутствии пленки, т.е. при идеальном контакте зон iD  с различной прони-

цаемостью ik , решение задачи (1.2.1)-(1.2.3) при 0A  получено в виде  




r

dtttfrrfru
0

1
1 ),,()21(),,(2),,(   ,         1r ,     (1.2.14) 
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 ),,()12(),,(),,(2  frfru  

 





 

0

11 ),,()21( dtttfr ,      1r ,       (1.2.15) 

 

где r1 , )( 212 kkk  , ),,( rf  – решение классической задачи (1.2.4). Из 

формул (1.2.14), (1.2.15) при 01 k  ( 1 ) следует теорема Вейса об обтекании непрони-

цаемой сферы 1r  произвольным потоком с заданным потенциалом ),,( rf  [22, с. 

467]: 

       
r

dfrfrrfru

1

0

11
2 ),,(),,(),,(),,(  ,  1r . 

 

 

1.3 Задачи для неоднородного уравнения в шаре 1D   

 

1.3.1 В случае сильно проницаемой пленки  при неоднородном уравнении в 1D  зада-

ча (1.1.1), (1.1.3) имеет вид  

 

),,()( 11
2 rHLuur rr  ,            1r ,                   (1.3.1) 

 

0)( 22
2  Luur rr ,            1r ,                                    (1.3.2) 

 

1r :      12 uu  ,       )( 1
2

1122 urAukuk rrrr  .                       (1.3.3) 

 

где оператор L  определен в (1.1.2). Методом свертывания разложений Фурье решение зада-

чи (1.3.1)-(1.3.3) получено в виде  

 

                      ),,(),,(),,(1  frfru  
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






 dtprtprttf ])())[(,,( 12

12 ,      1r ,           (1.3.4) 

 







r

dtptrptrtfru ))(,,(),,( 1
1

2
1

2
1122  ,          1r ,      (1.3.5) 

 

где r1 , постоянные Tkp ii )21(1  ,  

 

     
A

TAkk i

i
2

)1(21 
 ,       2

2
21 4)( AkAkkT  ,  

 

при этом 0T , 0i ; ),,( rf  – решение аналогичной классической задачи без 

пленки:  










.1,0

,1),,,(
)( 2

r

rrH
Lffr rr


                                 (1.3.6) 

 Доказана  

 Теорема 3. Если функция ),,( rf  является решением корректной задачи (1.3.6) 

и при r  

021 fr  ,           023  fr r ,                                               (1.3.7) 

 

то существует единственное решение задачи (1.3.1)-(1.3.3), которое строится по форму-

лам (1.3.4), (1.3.5). 

Операторы, обратные операторам (1.3.4), (1.3.5), получены в виде  

 




 ),,(
4

)(2
),,(

2
),,( 2

1

21
2

1

 ru
k

Akk
rur

k

A
rf r  

 

                 





r

dttutr
k

Akk
),,(

8

)(2
2

1

21 2
1

2
1

 ,          1r ,   
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 ),,(
2

),,(),,( 2
2

1
1  u

k

A
rurf  

 




 ),,(
4

)(2
2

1

12 u
k

Akk






 dttut
k

Akk
),,(

8

)(2
2

1

21 2
1

2
1

, 

 

при этом функция ),,( rf  и ее производные непрерывны при 1r .   

1.3.2 В случае слабо проницаемой пленки с параметром B  задача имеет вид (1.3.1), 

(1.3.2),  

1r :      2212 uBkuu r ,       1122 ukuk rr  .                               (1.3.8) 

 

Доказана  

 Теорема 4. Если функция ),,( rf  является решением корректной задачи (1.3.6) 

и при r  удовлетворяет условиям (1.3.7), то существует единственное решение за-

дачи (1.3.1), (1.3.2), (1.3.8) которое строится по формулам  

 

 ),,(),,(),,(1  frfru  

 








 dtqrtqrttf ])())[(,,( 12

12 ,       1r ,      (1.3.9) 

 







r

ptrptrtfru ))(,,(),,( 1
1

2
1

2
1122  ,   1r ,    (1.3.10) 

 

где Tkkkq ii ])2(2[ 212   , Tkp ii )21(1  ,  

 

          





2

)1(21 Tkk i

i


 ,         04)( 2

2
21  kkkT  , 

 

r1 , 0T , 0i .  



 17 

Операторы, обратные операторам (1.3.9), (1.3.10), строятся по формулам  

 




 ),,(
4

)(2
),,(

2
),,( 2

1

21
2

1







 ru
k

kk
rur

k
rf r  

 

                            





r

dttutr
k

kk
),,(

8

)(2
2

1

21 2
1

2
1




,          1r ,  

 

 ),,(
2

),,(),,( 2
2

1
1 


 u

k
rurf 


),,(

4

)(2
2

1

12 


u
k

kk
 

 

                           










dttut
k

kk
),,(

8

)(2
2

1

21 2
1

2
1

,         1r ,  

 

где функция ),,( rf  и ее производные непрерывны при 1r .   

 

 

1.4 Краевые задачи с условиями сопряжения на сферических пленках 

 

В полученных формулах (1.2.9), (1.2.10), (1.2.12), (1.2.13), (1.3.4), (1.3.5), (1.3.9), 

(1.3.10) переменные  ,  являются свободными (параметрами). Отсюда по этим перемен-

ным функции ),,( rf  и ),,( rui  можно подчинить дополнительным граничным 

условиям. При этом указанные формулы сохраняются.  

 Пусть в указанных формулах функция ),,( rf  является решением краевой зада-

чи в области )()()0( 21210 qqpprD    с однородными 

условиями при 1r  вида 

 

                                    










,1),,,(

,1,0
)( 2

rrH

r
Lffr rr


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








,1),,(

,1,0
|

rrh

r
fM

i
pi i 

          2,1i ,       

     

                 








 ,1),,(

,1,0
| rrg

r
fN

j
qj j          2,1j , 

 

где  210 pp , 20 21  qq ; iM  и jN  – операторы граничных условий 1-

го, или 2-го, или 3-го рода по соответствующим переменным  ,  в произвольном сочета-

нии. Здесь границами области 0D  являются полуплоскости iq  и конические поверх-

ности jp . Тогда указанные формулы дают решения задач (1.2.1)-(1.2.3); (1.2.1), (1.2.2), 

(1.2.11); (1.3.1)-(1.3.3); (1.3.1), (1.3.2), (1.3.8) в области 0D  с  сильно- или слабо проницаемой 

пленкой 1r  при граничных условиях  

 

           0|1  ipiuM  ,     0|1  jqjuN  ,     ),(|2  rhuM ipi i
 ,    

  

                   ),(|2  rguN iqj j
 ,     2,1i ,   2,1j . 

 

 

1.5 Примеры 

 

В качестве примеров рассмотрено обтекание экранированного шарового включения 

)1(1 rD  поступательным потоком, т.е. в формулах (1.2.9), (1.2.10), (1.2.12), (1.2.13) 

cosrvzvf  . В случаях сильно- и слабо проницаемой пленки 1r  решения задач 

(1.2.1)-(1.2.3) и (1.2.1), (1.2.2), (1.2.11) приводится соответственно к виду: 

 

Akk

rvk
u

22

cos3

12

2
1





,   














)22(

2
cos

12
2

12
2

Akkr

Akk
rvu                         (1.5.1) 

и  
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



22

cos3

12

2
1




kk

rvk
u ,   














)22(
cos

12
2

12
2






kkr

kk
rvu ,                (1.5.2) 

 

где Bkk 21 . Отсюда в шаре 1D  в обоих случаях имеет место поступательный поток. 

Кроме того, в обоих случаях наличие сильно- или слабо проницаемой пленки приводит к 

снижению модуля скорости в 1D  по сравнению с идеальным контактом зон iD  при отсут-

ствии пленки. Последнее объясняется тем, что сильно проницаемая пленка принимает поток 

и частично отводит его в обход зоны 1D , а слабо проницаемая пленка препятствует потоку в 

эту зону. Если BkkA 21 , то течения в шаре 1D  в случаях сильно- и слабо проницаемых 

пленок идентичны.  

Если в формуле (1.5.1) Akk 212   ( 12 kk  ), то fu 2 , т.е. внесение данного 

менее проницаемого включения 1D , экранированного сильно проницаемой пленкой, не ис-

кажает течение во внешней области 2D . Аналогично в формуле (1.5.2) при  21 kk  

имеем fu 2 , т. е. внесение данного более проницаемого включения 1D , экранированно-

го слабо проницаемой пленкой, также не искажает течение в области 2D .  

 

 

2 Краевые задачи в шаре, ограниченном сильно- или слабо проницаемой пленкой 

 

2.1 Обобщенные граничные условия на многослойных пленках 

 

Рассмотрен шар )20()0()10(   rD  с границей 

1r  в виде многослойной пленки, состоящей из n  сильно- и слабо проницаемых прослоек 

(здесь полагаем, что проницаемость 1k  в шаре D ).  Для функции ),,( ru  в шаре D  

рассмотрено уравнение (1.1.1): 

 

0)( 2  Luur rr ,             10  r ,                               (2.1.1) 

 

где оператор L  имеет вид (1.1.2).  
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Показано, что на многослойной пленке 1r  можно рассматривать обобщенные гра-

ничные условия двух типов и соответственно два типа краевых задач: при заданном значе-

нии потенциала ),(   (условие 1-го типа) и при заданной нормальной скорости 

),(   (условие 2-го типа) на внешней стороне пленки при 01r .  

Граничное условие первого типа на n -слойной пленке получено в виде   

 

),(1|  rnuFu ,                                                       (2.1.2) 

 

где оператор nF  строится по рекуррентным формулам  

 

    uFuF ii 1 ,     uGurFurAuG irrirrii   )]}([)({ 22
11 . 

 

uFuGuBuF iirii   )(11 ,      uGuG ii 1 ,        (2.1.3) 

 

000  uGuF , 1,...,1  ni ; 1iA  ( 1iB ) – параметр соответствующей сильно (слабо) 

проницаемой прослойки.  

Граничное условие 2-го типа имеет вид  

 

),(1|  rnr uGu ,                                                     (2.1.4) 

 

где оператор nG  строится по рекуррентным формулам (2.1.3), функция ),(   должна 

удовлетворять условию [21, с. 293]: 

 

                                  
 


2

0 0

0sin),( dd .  

 

Для граничных условий первого типа добавление сильно проницаемой прослойки 

01r  (2.1.3) не меняет граничного условия (2.1.2), а для граничных условий второго ти-

па добавление слабо проницаемой прослойки 01r  (2.1.3) не меняет граничного усло-

вия (2.1.4). Поэтому в граничных условиях первого типа последняя прослойка 01r  
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должна быть слабо проницаемой, а в граничных условиях второго типа – сильно проницае-

мой.  

В зависимости от количества сильно- и слабо проницаемых прослоек в пленке поря-

док производных от искомой функции в граничных условиях может быть произвольным.  

 

 

2.2 Задачи первого типа для двухслойных пленок 

 

 Пусть шар )1( rD  ограничен двухслойной пленкой, состоящей из сильно прони-

цаемой прослойки 01r  с параметром A  и слабо проницаемой прослойки 01r  с 

параметром B . Соответствующая краевая задача первого типа в D  (2.1.1), (2.1.2) имеет вид  

 

0)( 2  Luur rr ,           1r ,                                          (2.2.1) 

 

),()( 1|
2  rrrr urABuBu ,                                   (2.2.2) 

 

где )(),( DC  , )2,()0,(   , оператор L  имеет вид (1.1.2). 

 Наряду с задачей (2.2.1), (2.2.2) рассмотрим в шаре D  классическую задачу Дирихле 

с сохранением граничной функции ),(  : 

 

0)( 2  Lffr rr ,              ),(1| rf .                   (2.2.3) 

 

Задача Дирихле (2.2.3) является корректной, при этом ее решение строится методом Фурье в 

виде [21, с. 695]:  

 







0

),(),,(
n

n
nYrrf  ,            1r ,                               (2.2.4) 

 

где ),( nY  – сферические гармоники граничной функции:  
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                               





0

),(),(
n

nY  .  

  

Представляя решение задачи с пленкой (2.2.1) в виде  

 







0

),(),,(
n

n
n

n Yraru  ,           1r ,                               (2.2.5) 

 

из граничного условия (2.2.2) находим  

 

1)(

1
2 


nBABABn

an .                                                      (2.2.6) 

 

 Из разложения (2.2.4) следует формула 

 

             











0
1

0 )(

),(
),,(

!

1

n
m

n
n

tmt

n

Yr
dtrefte

m 




,     1r ,   

 

где 0 , ,...1,0m . Отсюда, разлагая дроби в na  (2.2.6) на простейшие, решение 

(2.2.5) задачи (2.2.1), (2.2.2) с двухслойной пленкой найдем соответственно в виде  

 

 


 
0

21),,(
1

),,( dteeref
T

ru
ttt                       (2.2.7) 

и  





0

0),,(
1

),,( dtteref
AB

ru
tt                                     (2.2.8) 

 

соответственно при 0T  и 0T , где ABBABT 4)( 2  ,  
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AB

TBAB i

i
2

)1(
 ,      2,1i ;    

A

A

2

1
0


 ,   

 

0Re i , ),,( rf  – решение задачи Дирихле в шаре (2.2.3). При этом методом 

Грина функция ),,( rf  выражается по формуле Пуассона [21, с. 326] (без разложений 

Фурье): 

 





 










2

0 0
232

2

)1cos2(

sin),(

4

1
),,( d

rr
d

r
rf ,                          (2.2.9) 

 

где )cos(sinsincoscoscos   .  

 При 0T  функция (2.2.7) действительна:  

 

                







0

sin),,(
1

),,( 0 dtteref
T

ru
tt  

,  

 

)2( ABT . Доказана  

 Теорема 5. Решение задачи (2.2.1), (2.2.2) с двухслойной пленкой существует, един-

ственно и в соответствующих случаях параметра T  строится по формулам (2.2.7), (2.2.8). 

 При этом оператор, обратный операторам (2.2.7), (2.2.8) имеет вид  

  

                         )(),,( 2 urABuBrurf rrr  .  

 

В формулах (2.2.7), (2.2.8) переменные  ,  являются свободными. Отсюда по этим 

переменным функции ),,( rf  и ),,( ru  можно подчинить дополнительным гра-

ничным условиям.  

 Пусть функция ),,( rf  является решением краевой задачи (2.2.3) в области 

)()()10( 21210 qqpprD    с однородными граничными усло-

виями  
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         0|  ipi fM  ,        2,1i ;         0|  jqj fN  ,        2,1j , 

 

где  210 pp , 20 21  qq ; iM  и jN  – операторы граничных условий 1-

го, или 2-го, или 3-го рода по соответствующим переменным  ,  в произвольном сочета-

нии. Область 0D  в общем случае ограничена частью сферы 1r , полуплоскостями 

iq  и коническими поверхностями jp . Тогда решения задач в области 0D  с  гра-

ницей 1r  в виде двухслойной пленки вида (2.2.1), (2.2.2),   

 

          0|  ipiuM  ,        2,1i ;         0|  jqjuN  ,        2,1j  

 

также строятся по формулам (2.2.7), (2.2.8).  

 

 

2.3 Задачи второго типа для двухслойных пленок 

 

 Пусть шар )1( rD  ограничен двухслойной пленкой, состоящей из слабо проница-

емой прослойки 01r  с параметром B  и сильно проницаемой прослойки 01r  с 

параметром A . Задача второго типа (2.1.1), (2.1.4) имеет вид  

 

0)( 2  Luur rr ,         1r ,                                                (2.3.1) 

 

),()()( 1|
222  rrrrrr urABurAu ,                      (2.3.2) 

 

где функция )(),( DC  , )2,()0,(   , оператор L  имеет вид (1.1.2).  

 Рассуждая аналогично, доказана  

 Теорема 6. Решение задачи (2.3.1), (2.3.2) с двухслойной пленкой существует, един-

ственно (с точностью до аддитивной постоянной) и в соответствующих случаях парамет-

ра T  строится по формулам  
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 


 
0

0
21),,(

1
),,( dteeref

T
ru

ttt                                (2.3.3) 

и  





0

0
0),,(

1
),,( dtteref

AB
ru

tt                                       (2.3.4) 

 

соответственно при 0T  и 0T , где ]4)1([ 2 BBAAT  ,  

 

               
AB

TAAB i

i
2

)1(
 ,      2,1i ;      

B

B

2

1
0


 ,  

 

0Re i , ),,(0 rf  – решение задачи Неймана  

 

                       0)( 00
2  Lffr rr ,      ),(1|0  rr f .  

 

При этом функции u  и 0f  определяются с точностью до аддитивной постоянной. Оператор, 

обратный операторам (2.3.3), (2.3.4) имеет вид  

 

                 )()(),,( 2
0 urABruAurf rrr  .  

 

 Показано, что решение рассматриваемой задачи (2.3.1), (2.3.2) выражается через ре-

шение ),,( rf  задачи Дирихле с сохранением граничной функции (2.3.2):  

 

0)( 2  Lffr rr ,      ),(1| rf ,                         (2.3.5) 

 

т.е. решение задачи (2.3.1), (2.3.2) (как и решение задачи (2.2.1), (2.2.2)) строится в квадрату-

рах без разложений Фурье с помощью формулы Пуассона (2.2.9) для граничной функции 

),(  :  
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     


 
0

1221
2121

21),,(
1

),,( dteerefru
ttt  


  

и  

             


 
0

02
0

001),,(
1

),,( dtteerefru
ttt  


   

 

соответственно при 0T  и 0T , где решение ),,( rf  задачи Дирихле (2.3.5) имеет 

вид (2.2.9) (при   ), 1221   .  

 Выше решены задачи для однородного уравнения (2.3.1). Решения задач 1-го (2-го) 

типа для неоднородного уравнения  

 

),,()( 2 rHLuur rr  ,           10  r ,             (2.3.6) 

 

( 0H  в окрестности 01r ) имеют вид vwu  , где ),( yxw  – решение класси-

ческой задачи (2.3.6) с однородными граничными условиями 1-го (2-го) рода: 01| rw  

( 01|  rrw ); а ),( yxv  – решение задачи 1-го (2-го) типа с однородным уравнением 

(2.3.1) и граничными функциями в правых частях условий (2.2.2) и (2.3.2) соответственно 

вида  1|)(  rnwFy  и 1|)(  rnwGy .  

 

 

 3 Краевые задачи в кусочно-однородных цилиндрах с трехслойным пленочным 

   включением и их приложения 

 

3.1 Пленки типа ( 21BAA ) 

 

Природные биологические материалы не являются однородными и содержат множе-

ство пленочных включений. Пленки могут состоять из слабо- и сильно проницаемых мем-

бран, которые фильтруют и перехватывают текучие массы. При этом через пленку происхо-

дит обмен веществ. В математических моделях различные динамические процессы описы-

ваются краевыми задачами математической физики.  
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В пространстве 
3R  рассмотрен цилиндр ),()( 2RQzyRxD  , разде-

ленный трехслойной пленкой 0x  на два полуцилиндра )0(1 xD  и )0(2 xD , когда 

пленка состоит из сильно проницаемой прослойки 0x  с параметром 1A , слабо прони-

цаемой прослойки 0x  с параметром B  и сильно проницаемой прослойки 0x  с па-

раметром 2A . Для функций ),,( zyxui  в полуцилиндрах iD  краевая задача имеет вид  

 

011
2  Luux ,             0

|1 
S

Mu ,          0x ,                                    (3.1.1) 

 

),,(22
2 zyxHLuux  ,     ),,(

|2 zyxhMu
S
 ,     0x ,                     (3.1.2) 

 

0x :        )( 1
2

1112 uAvBuu x ,    2
2

21
2

112 uAuAvv xx  ,                 (3.1.3) 

 

где 
nnn

x x , DS   – боковая поверхность цилиндра D ; 0H  в окрестности 

пленки 0x , ixii ukv   – нормальные составляющие скорости, ik  – проницаемость зо-

ны iD , операторы L  и M  являются линейными дифференциальными оператором по пе-

ременным zy, , т.е. операторы L  и M  не содержат производных по x  и коэффициенты 

при производных не зависят от x . Кроме того, операторы L , M  и заданные функции 

),,( zyxH , ),,( zyxh  (3.1.1), (3.1.2) считаются такими, для которых аналогичная класси-

ческая задача в цилиндре D  без пленки вида  
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,0),,,(
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xzyxH

x
Lffx        


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
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0),,,(

,0,0
|

xzyxh

x
Mf S            (3.1.4) 

 

корректна в некоторых пространствах функций. Отметим, что уравнения (3.1.1), (3.1.2) могут 

быть уравнениями любого типа (гиперболического, параболического, эллиптического), т.е. 

класс задач (3.1.1)-(3.1.3) достаточно широкий. При этом задача (3.1.1)-(3.1.3) описывает до-

статочно широкий класс процессов (теплопроводности, фильтрации жидкости, диффузии, 

электростатики), в цилиндрических областях, содержащих трехслойную пленку.  
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 Рассматривая модельные случаи задач (3.1.1)-(3.1.3) и (3.1.4) для уравнения Лапласа, 

применяя к их решению метод Фурье с последующим свертыванием полученных разложе-

ний Фурье [12]-[15], выразим решение задачи (3.1.1)-(3.1.3) с пленкой через решение класси-

ческой задачи (3.1.4) без пленки в виде  
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и  
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tdBAtAkB ])2( 1111   ,       (3.1.10) 
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где jiij   , 1)( 1
2

1   BkBAN , 21BAAs  , i  – корни многочлена 

212121
2

1221
3 )()()( kkkBkAAAkAkBsd   .  

Доказана 

Теорема 7. Если функция ),,( zyxf  является решением корректной задачи (3.1.4) и 

при x  функция ),,( zyxf  вместе с производными, входящими в задачу (3.1.4), 

имеет асимптотику  

 

)(|),,(| ||xeOzyxf  ,              i Remin0  ,                   (3.1.11) 

 

то решение задачи (3.1.1)-(3.1.3) существует, единственно и в соответствующих случаях 

корней многочлена )(d  выражается через функцию ),,( zyxf  по формулам (3.1.5)-

(3.1.10).  

 Получен оператор, обратный операторам (3.1.5)-(3.1.10):  

     ),,()(),,([
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),,( 1

2
12211
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zyxuAkAkBzyxus
k

zyxf xx  

 

         )],,()(),,()( 12112121 zyxukkzyxuBkkAA x  ,      0x .  
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где x , при этом функция ),,( zyxf  и ее производные непрерывны при 0x .  
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3.2 Пленки типа ( 21ABB )  

 

 В случае трехслойной пленкой, состоящей из слабо проницаемой прослойки 0x  

с параметром 1B , сильно проницаемой прослойки 0x  с параметром A  и слабо проница-

емой прослойки 0x  с параметром 2B  класс задач для функций ),,( zyxui  в полуци-

линдрах iD  имеет вид (3.1.1), (3.1.2),  

 

0x :        221112 vBvBuu  ,    )( 111
2

12 vBuAvv x  ,            (3.2.1) 

 

где ixii ukv  .  

Теорема 8. Если функция ),,( zyxf  является решением корректной задачи (3.1.4) и 

при x  функция ),,( zyxf  вместе с производными, входящими в задачу (3.1.4), 

имеет асимптотику (3.1.11), то решение задачи (3.1.1), (3.1.2), (3.2.1) существует, един-

ственно и в случаях ))(( 21   sd )( 3  , ji   ; 

)()( 2
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1   sd , 21    и 
3

1)(   sd  выражается через функцию 
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где i  – корни многочлена   )()()( 21
2

2211
3 ABkBkAsd  

21 kk  , 1
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11)( kAkABN   , jiij    2121 kkABBs  , 

21kkBii  .  

 Оператор, обратный операторам (3.2.2)-(3.2.7) имеет вид  
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                  )],,()(),,()( 112121 zyukkzyuA    ,       0x ,  

 

где x .  

Отметим, что условие на бесконечности (3.1.11) для функции ),,( zyxf  в рассмот-

ренных случаях является достаточно слабым, т.е. полученные несобственные интегралы 

(3.1.5)-(3.1.10), (3.2.2)-(3.2.7) для функций ),,( zyxui  сходятся достаточно быстро.  

Формулы (3.1.5)-(3.1.10), (3.2.2)-(3.2.7) устанавливают взаимнооднозначное соответ-

ствие между решениями рассмотренных задач с пленками и решениями аналогичных клас-

сических задач вида (3.1.4) без пленки при сохранении области D , уравнения и граничных 

условий.  

 

 

3.3 Частные случаи  

 

Рассмотрены конкретные задачи в различных областях с пленочными включениями, 

для которых решение соответствующей задачи без пленки, т.е. функция ),,( zyxf , строит-

ся в конечном виде. При этом решение задач с пленками строится по выведенным формулам 

в однократных квадратурах.  

3.3.1 Фундаментальные решения для уравнения Лапласа на всей плоскости 
2

0 RP  , 

в полуплоскости )0()(1  yRxP  и в полосе )0()(2  yRxP  с 

однородными граничными условиями Дирихле на 2,1P  имеют соответственно вид  
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при этом функция ),( yxf  в соответствующей области является решением задачи 

),( 00 yyxxf   , 0
2,1| Pf , где ),( yx  – функция Дирака. Тогда фундамен-

тальные решения аналогичных задач в кусочно-однородных областях jP , 2,1,0j  прони-

цаемости ik  в ijD , 2,1i , с трехслойными пленками 0x  строятся по найденным фор-

мулам (3.1.5)-(3.1.10), (3.2.2)-(3.2.7), где )0(1 xD j , )0(2 xD j ; переменная Ry , 

 y0 ,  y0  соответственно при 2,1,0j  и в указанных формулах функция 

),( yxf  соответственно равна (3.3.1)-(3.3.3).  

3.3.2 Рассмотрим в полуплоскости )0(1 yP  задачу Дирихле  
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решение которой имеет вид  
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При этом для граничной функции вида «ступеньки»  
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решение задачи (3.3.4) строится в конечном виде  
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Также решение задачи Дирихле в полосе )0(2  yP   
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строится по формуле  
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и для граничной функции (3.3.5) имеет конечный вид  
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 Функция Грина ),,( txf  задачи Коши для одномерного уравнения теплопроводно-

сти: 02  ff xt , )(0|   xf t , имеет вид [21, с. 222]: 
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Отсюда решения аналогичных задач в соответствующих кусочно-однородных обла-

стях с трехслойными пленками 0x  выражаются через функции f  (3.3.6)-(3.3.8) в одно-

кратных квадратурах (3.1.5)-(3.1.10), (3.2.2)-(3.2.7).  

3.3.3 Если пленка отсутствует (идеальный контакт полуцилиндров iD ), то решение 

задачи (3.1.1), (3.1.2) с классическими условиями сопряжения 
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получим в виде  
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 где ),,( zyxf  – решение задачи (3.1.4). Отсюда в частном случае уравнения Лапласа сле-

дуют формулы, полученные методом отражения особых точек [23].  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

  

В 2016 г. получены следующие результаты:  

- в пространстве 
3R  рассмотрены новые классы краевых задач со сферическими 

сильно- и слабо проницаемыми пленками, расположенными внутри рассматриваемых обла-

стей или на их границах, когда областями является все пространство или области, ограни-

ченные координатными поверхностями сферической системы координат;  

- рассмотрены новые приложения краевых задач в цилиндрах 
mRD , состоящих из 

двух полуцилиндров, разделенных трехслойными пленками различных типов; 

- выведены явные формулы, выражающие решения рассмотренных задач через реше-

ния аналогичных классических задач без пленок с сохранением области, уравнения и гра-

ничных функций; при этом выведенные формулы позволяют для каждого известного реше-

ния классической задачи автоматически получать решения серии аналогичных задач с раз-

личными пленками; 

- дано математическое обоснование полученных результатов в виде теорем существо-

вания и единственности в соответствующих пространствах функций;  

- решены конкретные краевые задачи с различными пленками. 
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